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Clasa a X-a

1. a) Aratatica z—z=2i-Imz, (v)zeC, unde z este conjugatul lui z, iar

Imz este coeficientul partii imaginare a lui z.
b) Daca a,b,c,d eR CU ad —bc =1, aratati ca:
az+b  Imz
cz+d |cz+d |2

, (V)zeC\R.

2. Fie functia f:(0,0) >R, f(x)=1log,(3*-1)—log, (2" +1).
a) Determinati multimea: A={x>0] f(x)=0};
b) Aratati ca f(1)<O0;
¢) Determinati multimea: B = {x > 0|f(x) < 0}

Prof. Dan Secleman, Craiova

3. Sa se arate ca:

1
—ZSsinx-(1+cosx)+cosx-(1+sinx)+1 S\/?-(\/E+1),

(V) x e R

Prof. Ani Draghici, Craiova

4. Fie f: R — (0, 00) cu proprietatile:
a) f este o functie strict crescatoare;
b) f(D-f(=1)=1;
C) lnf(z) —n-lnf(l) (V)neN,(V)ymeZ*
m - m ) ) .
Sa se determine functia f.

Prof. Cristian Moanta, Craiova

Nota
Toate subiectele sunt obligatorii.
Fiecare subiect va fi notat cu puncte intre 1 si 10.

Timp de lucru: 3 ore



Solutii clasa a X-a:

1. @) z=x+iy,x,yeR=7Z=x-iy, Imz=y.
Deci: z—7=2iy=2i-Imz.

b) Tinand cont de a), avem: Imz = %(7— z) sl atunci:

i (ad-bc)-(z-z)  Imz

2 (cz+d)(cz+d) - |cz+d|2 '

az+b i (a7+b az+b)

Im = — —
cz+d 2\cz+d cz+d

2. a) xe A< x>0 si log,(3*-1) =log,(2* +1) (1)

Notéand cu t valoarea comuna din (1), obtinem:
3 -1=3"si 2*+1=2", deunde: 3*+2*=3"+2"; (*)
Cum functia g:R —> R, g(y)=3"+2’ este strict crescatoare, deducem ca g este
injectiva si atunci din (*) rezultd t=x.
Deci 3* -1=3* si 2*+1=2*, ecuatii ce nu au solutii. Obtinem A=J .

b) f(1) <0< f(1) =logsz 2 —log, 3 < 0 deoarece

logz 2 <1 <log, 3.

¢) Conform cu a), avem f(x) =0, (¥)x>0 si, tinind cont de b), obtinem:
f(x)<0, (V)x>0. Deci B=(0,x).

3. Notam expresia: E(x) = sinx-(1+cosx)+cosx-(1+sinx)+1=
=sinx +cosx +2sinx-cosx +1= \/Esin(x +%) +sin 2x + 1. Cum
siny € [-1,1], (V) y € R, obtinem:
\/Esin(x+%)+sin2x+1£\/§+1+1 =v2-(V2+1), (W) xER.
Deoarece:

E(x) = sinx +cosx + 2sinx-cosx +1=sinx + cosx + 2sinx -cosx +
(sinx)? + (cosx)? = (sinx + cosx)? + sinx + cosx =

szt cosx+2) 2 2-2 mren
= |sinx +cosx + 7 72 4,( ) x :

Tn concluzie:
—%S sinx - (1+ cosx)+cosx-(1+sinx) +1<+2 - (\/§+ 1),
(V)x e R
4. Proprietatea c) se mai scrie: f (%) = f" (i) (WMneN, (VVmeZ.
- Fie n=0m=1= f(0) = f°(1), iar din b) concluzionim:
f(1) # 0, rezulta f(0) = 1. Notam f(1) = a (1). Din conditia b) avem



a-f(-D=1=f(-D =7 @

Functia f fiind strict crescatoare, iar 1 > 0 = f(1) > f(0), adica a > 1 (3).
1

- Fie m,n € N* cum = n, atunci f(%) = fn" (Z) =
f G) = arl_l, (V) n € N* (4).

- Dacam = —n, n € N* avem
1

n 1 1 1\n _ -1 *
f(Z)=r(E) = (=) =G =am mnene)

- Din (4), (5) obtinem f (%) — an, (V) n € Z* (6). Deci

NG n n

f(%) = f" (%) = (aﬁ) =am & f(%) =am, (V)m, neZ" (7).

Deci f(x) = a*, (V) x € Q (8).

- Aratam ca f(x) = a*, (V) x € R. Presupunemca (3) x ER—Q cu
proprietatea f(x,) # a*°.

[. Presupunem cd f(xq) > a*0. Cum f(xq) > 0, iar functia
h: R - (0,), h(x) = a*, a > 1 este bijectiva = (3) x; € R astfel incat
a*l = f(xy) > a*0, deci a*t > a*0 = x; > x,.

Fie c € Q astfel incat x, < ¢ < xq, iar functia h strict crescatoare, rezulta
a® <a*t = f(xy) = a’ < f(xg).Dar ce Qsi f(c) =a‘,= f(c) < f(xp)
lar f este strict crescatoare, rezultd ¢ < x fals, deoarece s-a considerat x, < c.
Deci f(xp) < a*0 (*).

I1. Presupunem cd f(x,) < a*° si repetand rationamentul de mai sus (1), se
obtine ca f(xy) = a*0 (**).

Din (¥*), (**) se obtine f(xy) = a*°, (V) xo € R— Q (9), iar din relatiile
(8), (9) concluzionam ca functia cautata este f(x) = a*, (V) x € R.



Barem de corectare

Clasa a X-a

Problema 1 Oficiu 1p
a) z=x+iy,x,yeR 1p
Z=x-iy, Imz=y 2p
Finalizare: z—z =2iy=2i-Imz 1p
b) Imz _l2 (z- 1o

az+h L[az+b az+bj

cz+d_ 2\cz+d cz+d 2p
i (ad-bc)-(z-z)  Imz
2 (cz+d)(cz d) oz +df 2p
TOTAL 10p
Problema 2 Oficiu 1p

a) xeA<s x>0 si log, (3 -1) =log, (2" +1) 1p
Obtinerea relatiei : 3*+2* =3 +2' 1p
Obtinerea: t=x 1p
Finalizare 1p

b) f(1) =logz2 —1log,3 <0 1p
logz 2 <1 <log; 3. 1p

c) f(x)#0, (V)x>0 1p
Finalizare 2p
TOTAL 10p
Problema 3 Oficiu 1p
Obtinerea expresiei: E(x) = V2 sin (x + %) +sin2x +1 2p
E(x)< V2 -(V2+1),(")x€R 2p
Obtinerea expresiei: E(x) = (sinx + cos x)? + sinx + cosx 2p

1\ 1 1
= i — —_—_ > — =

E(x) (smx+cosx+2> 227 (V)x€eR 2p
Finalizare 1p
TOTAL 10p



Problema 4 Oficiu 1p

1

FE)=r (L) MneNn@mez

1p
n=0,m =1, concluziea > 1 (3) 1p
1

m,n € N* cu m = n, concluzie f (%) =an, (V) n € N* (4) Ip
m = —n, n € N*, concluzie f(x) = a*, (V) x € Q 1p
f(xo) < a™ (%) 2p
f(xo) = a™ (**) 2p
Finalizare 1p

TOTAL 10p



